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RESUMEN 
En la investigación, la solución numérica para una ecuación diferencial parcial hiperbólica, 
como es la ecuación la onda, es muy aplicable a diversos casos de la Física e Ingeniería. Se 
estudiará primero la definición de una ecuación diferencial Parcial hiperbólica. Luego 
estudiaremos la ecuación de la onda, sus condiciones de frontera y su dominio, para finalmente 
realizar la solución numérica de esta ecuación, la cual será implementada mediante el software 
de cálculo simbólico Matlab. 
Concluimos que es importante él método de solución numérica, pues este método es utilizado 
en las carreras profesionales. 
Palabras claves: Ecuación diferencial parcial, ecuación de la onda, condiciones de frontera. 
ABSTRACT 
In research, the numerical solution for a hyperbolic partial differential equation, such as the wave 
equation, is very applicable to several cases of Physics and. The definition of a hyperbolic partial 
differential equation will be studied first. Then we will study the equation of the wave, its 
boundary conditions and its domain, to finally make the numerical solution of this equation, 
which will be implemented through the Matlab symbolic calculation software (matrix laboratory: 
symbolic calculation software). 
We conclude that the numerical solution method is important, because this method is used in 
professional careers 
Keywords: Partial differential equation, wave equation, boundary conditions. 
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INTRODUCCIÓN 
la EDP se llama 
una ecuación 
la ecuación de 
(Burden y 
(Hurtado y 
Según Chapra (20017, p.859), El Orden 
de una EDP es el de la derivada parcial 
de mayor orden que aparece en la 
ecuación. Por ejemplo: 
a2u a2u -2 + 2xy- 2 +u= 1; es de segundo ax ay 
orden y u=u(x, y) 
a3u a2u -2-+x- 2 +8u=5y; es de tercer ax ay ay 
orden 
Como ejemplo de 
hiperbólica tenemos 
onda. 
a'J I a' f -=---· A=1; B=O; C=-1/c2; ax2 c2 a,2 ' luego 
2 2 2 4 B -4AC=O -4(1)(-1/c )=2>0, e 
(Chapra, 2007, p.860). 
B2 -4AC =02 -4(1)(0) =0, 
Faires, 2007, p.702) y 
Dominguez, 1997, p.528). 
donde A, B y C son funciones de dos 
variables que serán consideradas 
constantes, se llama casi-lineal; hay tres 
tipos de ecuaciones casi-lineales.: 
Si B2-4AC<0 la EDP se llama 
elíptica. 
Si B2-4AC=0 
Ecuaciones diferenciales parciales 
Una ecuación diferencial parcial (EDP) es 
aquella ecuación diferencial en donde la 
variable dependiente (función 
desconocida) deberá ser una función de 
por lo menos dos variables independientes 
ya que de no ser así no aparecerían 
derivadas parciales. La importancia de 
este tema es que prácticamente en todos 
los fenómenos que se estudian en 
ingeniería y en otras ciencias, aparecen 
más de dos variables y su modelación 
matemática conduce frecuentemente a 
una EDP. El modelo general de una EDP a 
estudiar es: 
a'¡ a'¡ a'¡ ( a¡ a¡) A(x,y)- 2 +B(x,y)-+C(x,y)- 2 :F x,y,f,-,- 8x oxay Oy ax oy 
parabólica. 
Si B2-4AC>0 la EDP se llama 
hiperbólica (Hurtado y Dominguez, 
1997, p.527). 
Como ejemplo de una ecuación elíptica 
tenemos a la ecuación de Laplace. 
a' f a'¡ -+-=O· A=1· B=O· C=1· luego 8x2 cy2 ' ' ' ' 
B2 -4AC = 02 -4(1)(1) = -4 <O, 
(Hurtado y Dominguez, 1997, p.527). 
Como ejemplo de una ecuación 
parabólica tenemos a la ecuación del 
calor. 
ar a'r -=a-· A=1·, B=O·, C=O·, luego ai ax' · 
Aproximaciones de las ecuaciones 
diferenciales parciales por 
diferencias finitas. 
Las aproximaciones de las derivadas 
mediante diferencias finitas no son 
restringidas a funciones de una sola 
variable, cuando se tiene una función de 
dos variables (Ejemplo: T(x,t)) también 
se pueden aproximar mediante 
diferencias finitas: 
Según Hurtado y Dominguez (2005, 
p.533) Aproximación con diferencias 
centrales para segunda derivada 
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a'rl ::::: T(x1 + a,t 1)- 2T(x¡,t 1 )+ T(x1 - a,t 1) axi a2 (�, ,) 
MATERIALES 
En este trabajo se utilizaron materiales 
bibliográficos acerca de Ecuaciones 
diferenciales parciales, también se 
trabajó con material bibliográfico sobre 
el software de cálculo simbólico Matlab 
Esta ecuación es la forma general de la 
ecuación que describe a las ondas en 
dimensión 1+1: "La segunda derivada 
del desplazamiento de onda U respecto 
a la coordenada x es igual al inverso de 
la velocidad de propagación de la onda 
1 1 al cuadrado (- 2; - 2) por la segunda 
C V 
derivada del desplazamiento de esta con 
respecto al tiempo." (Surden y Faires, 
2007) 
U(x,1) 
X. tiempo fi¡o t 
xr=ih 
�;jk 
Figura 2. Nodos usados de la malla 
Fuente: (Hurtado, 1997) 
,,, 
� ........... ......... ........ . ......... 
J'"I >"l'-Y;• ,._, : 
(1-1.JI (l J) (f-1 J) ,  - " - 
1.�11 ,.,., 
• ' " ,
i=0,1, 2, 3, ... , n. 
[=o, 1, 2, 3, ... 
Figura 1. Ecuación de la onda 
unidimensional 
Fuente: (Surden y Faires, 2007, p.693) 
Se cumple queU((x,,tj));U(x,,t¡);U,,¡ y el 
dominio, los puntos: (x,,t,). 
05.x:;;.L 
a2u 2 <Pu ,"\,, 
- 2 (x,t)-v - 2(x,t)=O, O<x<L; O<t at ax 
1 a2u a2u ----,- 2 (x,t)=- 2 (x,t)=O, O<x<L; o c r v at ax 
B' -4AC; O' -4(1)(-1/c'); 4 > O 
e 
Sujeto a condiciones: 
U(0, t);U(L, tl=O: 0<t 
au U(x, 0);f(x) y -(x,O) ax 
La cual es una ecuación hiperbólica; 
puesto que A;1; S;0; C;-1 /v2; 
(hagamos v=c), luego: 
MÉTODO 
Se realizará el estudio bibliográfico 
acerca de Ecuaciones diferenciales 
parciales y sus aplicaciones a la Física e 
Ingeniería. Las aplicaciones a la 
Ecuación de la onda serán procesadas 
con el software de cálculo simbólico 
Matlab. 
ECUACIÓN DE LA ONDA 
Según Surden y Faires (2007, p.693). La 
EDP como problema de valores en la 
frontera (Ecuación de la Onda), está 
dada por: 
La ecuación quedaría: 
Eiu 2 a2u 
- 2 (x,t)-c - 2 (x,t)=O, a1 ax O<x<l; O<t 
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a2u1 ax2 
(x;,tj) 
tu», +h,t)-2U(x¡,t)+U(x¡ -h,t) 
�------------ h2 
au -(x,O) = g(x) 8t Os,xs,L 
U(x¡,t1 +k)-2U(x¡,t)+U(x¡,t1 -k) �------------ 
La condición Inicial: U (x¡, 0)=f(x); para 
i=1, 2, 3,... ts=O 
Según Hurtado (1997), se escribe en 
forma Matricial 
(0,20) (1,20) (2,20) (3, 20) (4, 20) (10, 20) 
..... tm.,=0.2 
Se puede reemplazar por: 
8U (x O)� U(x¡,t1)-U(x¡,O) 8t ' k 
au ( O) U¡ 1 - U¡ O -X � , , ⇒ 8t ' k 
au U.1 � U.0 +k- ⇒ 
l, l, 8t 
ui,1 � ui,O + kg(x¡) 
Para i=1, 2, 3, . . con error O (k). 
Si quisiéramos una mejor aproximación 
con error O(k3), lo reemplazaríamos por: 
2 A 2 ui,1 � (1 - A )f (xi)+ 2 f (xi+1) 
A2 
+ 2 f (xi-1) + kg(x¡) 
Aplicación: Para el problema 
a2u a2u 
- 2 (x,t)-4- 2 (x,t)=O, Ü<x<l, Ü<t at ax 
Con las condiciones de frontera: 
U(O, t) = U(l, t) = O, para O< t 
Con las condiciones iníciales: au U(x,O) = sení z x] O� x � 1, y -(x,O) = O, O� x � 1 8t 
Con n=1 O (para el programa n=11 
columnas), entonces h= (1-0)/(11- 
1 )=0.1, y m=20 (para el programa m=21 
filas), k=(1-0)/(21-1 )=0.05; alfa=2. 
Dominio de U{xi,tj) 
j = 1, 2, ... 
ul,j+l 2(1-J2) /42 o . . o v., 
v.: /42 2(1-J2) /42 u2,j 
o o 
/42 
un-l,j+l o o /42 2(1- /4 2) Un-l,j 
v.: 
U2,j-l 
Un-l,j-l 
U 1 - 2U + U I U 1 . - 2U . + U 1 . l,J+ l,j l,J- C2 l+ ,j l,J ¡- ,J = o k2 h2 
Haciendo A= ck ⇒ A2 = (ckJ2 • h h ' 
podemos escribir la Ecuación como: 
ui,j+l -2ui,j + ui,j-1 -'A2. ui+l,j + 2'A2ui,j -'A2ui-1,j = o 
Para i= 1, 2, 3, ... , n-1; j=1, 2, ... 
Con condiciones de frontera: 
a2u1 
8t2 (x;,tj) 
Ahora se sustituye estas ecuaciones en 
a2u a2u , • -(x t)-c2-(x t) = o, valida en todo 8t2 ' 8x2 ' 
el dominio de definición resultando: 
¡U(O, t) = U0,j = º) U(L, tj) = U n,j = O para x =0· x =L O ' n 
Como el U+1 )-ésimo paso necesita j- 
ésimo y U-1 )-ésimo pasos. 
Es decir para el paso U+1 )=2, necesita 
de j=0 y j=1; 
a) Para j=0 esta dado por U(x¡, 
0)=f(x¡). 
b) Pero para j= 1 se necesita la 
condición inicial: 
(0,3) (1,3) (2,3) (3, 3) (4, 3) 10, 3) 
l:,=0.03 
U(o,t)=O (0,2) (1,2) (2,2) (3, 2) (4. 2) ¡10, 2) U(1,t)=O 
t,=0.02 
(0,1) (1,1) (2,1) (3, 1) (4, 1) ¡10, 1) 
t,=0.01 
- t.=0.0 '" - 
Xo =O x1=0.1 x2=0.2 x3=0.3 x..=0.4 - • • • x1o=1.□: 
�----------------------------------------------1 
U(x,O)=f(x)=Sen(nx) 
Figura 3: Nodos en el Dominio 
Fuente: Propia 
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Condiciones: 
1. Las condiciones de frontera 
U(O, t) = U(l, t) = O, para O< t 
Nos proporcionan la información 
que en los extremos del objeto a 
desplazarse siempre estará fijo. 
2. La condición Inicial: 
au U(x,O) = sen(.n-x) O� x � 1, y �(x,O) = O, O� x � 1 
Proporciona el estado inicial del 
objeto a desplazarse en cualquier 
punto del eje horizontal x al tiempo 
t=t, y en para t=t- ( es decir para j=O 
y j=1) 
2.1 Para t=t, =O U=O). 
2.1.1 los valores de U en (x¡, O), 
para i=1-9, (U en (xi,to), para 
i=1-9), es decir: 
m, 
U(x1 ,O)=U(0.1,0)=sen(TT(0.1) )=0.309 o 
U(x2,0)=U(0.2,0)=sen(TT(0.2) )= 
0.5878 
U(x3,0)=U(0.3,0)=sen(TT(0.3))= 
0.8090 
U(x4,0)=U(0.4,0)=sen(TT(0.4) )= 
0.9511 
U(xs,O)=U(0.5,0)=sen(TT(0.5) )= 
1.0000 
U(x6,0)=U(0.6,0)=sen(TT(0.6) )= 
0.9511 
U(x7,0)=U(O. 7,0)=sen(TT(O. 7) )= 
0.8090 
U(xa,O)=U(0.8,0)=sen(TT(0.8) )= 
0.5878 
U(xg,O)=U(0.9,0)=sen(TT(0.9) )= 
0.3090 
2.1.2. Para los valores en U(O,O) y 
U(1,0); se tiene según las 
condiciones Inicial es: 
U(O,O)=O y U(1,0)=0. 
2.1.3. Por lo tanto los valores de la 
temperatura para las 
condiciones Iniciares son: 
3. Para la condición de frontera son: 
Figura 4: resultados de condición de 
frontera 
Fuente: propia 
2.1. Para t=t- =0.01 U=1 ). 
2.2.1 Los valores de U en (x¡, 0.01 ), 
para i=1-9, (U en (x..t: ), para 
i=1-9). Para una mejor 
aproximación, usamos: 
2 /42 /42 U;1 =U(x;,t1)�(1-Á- )lf(x;)+-f(x;+1)+ -f(xi-l)+kg(_x;) ' 2 2 
Uw,20=0 
U10,10=0 
Urn,9=0 
Urn,a=O 
Urn,7=0 
Urn,6=0 
Urn,s=O 
Urn,4=0 
Urn,s=O 
U10,2=0 
U10,1=0 
Urn,o=O 
Uo,20=0 
- - - 
Uo,10=0 
Uo,g,=0 
Uo,&=0 
Uo,7=0 
Uo,6=0 
Uo,5=0 
Uo,4=0 
Uo,3=0 
Uo,2=0 
Uo,1=0 
Uo,o=O 
U(x1 ,0.01 )=U(0.1, 
0.01 )=sen(TT(0.1 ))=0.3090 
U(x2,0.01 )=U(0.2, 0.01 )=sen(TT(0.2))= 
0.5878 
U(x3,0.01 )=U(0.3, 0.01 )=sen(TT(0.3))= 
0.8090 
U(x4,0.01 )=U(0.4, 0.01 )=sen(TT(0.4 ))= 
0.9511 
U(xs,0.01 )=U(0.5, 0.01 )=sen(TT(0.5))= 
1.0000 
U(x6,0.01 )=U(0.6, 0.01 )=sen(TT(0.6))= 
0.9511 
U(x7,0.01 )=U(0.7, 0.01 )=sen(TT(0.7))= 
0.8090 
U(xa,0.01 )=U(0.8, 0.01 )=sen(TT(0.8))= 
0.5878 
U(xg,0.01 )=U(0.9, 0.01 )=sen(TT(0.9))= 
0.3090 
U2,o=0.5878 
Us,o=1 
Ua,o=0.5878 
Uo,o=O U1,o=0.3090 
U3,o=0.8090 LJ4,o=0.9511 
UG,o=0.9511 LJ7,o=0.8090 
Ug,o=0.3090 U10,o=O 
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Usando Matlab 
EDP Hiperbolica. Ec. De la Ondar Por Diferencias Finitas 
e Programa compuatcional hecho en 
Matlab 
function pushbutton 1 _ Callback(hObject, 
eventdata, handles) 
close(Ec_onda); 
% --- Executes on button press in 
pushbutton2. 
function pushbutton2_ Callback(hObject, 
eventdata, handles) 
Uot=inline(get(handles.edit1, 'string') ); 
U Lt=inline(get(handles.edit9, 'string') ); 
f=inline(get(handles.edit2,'string')); 
g=inline(get(handles.edit3,'string')); 
n=str2double(get(handles.edit4, 'string') ); 
%n=numero de columnas 
m=str2double(get(handles.edit5, 'string')) 
;%n=numero de columnas 
L=str2double(get(handles.edit6,'string')); 
tmax=str2double(get(handles.ed it7, 'strin 
g')); 
alfa=str2double(get(handles.edit8,'string 
') ); 
h=L/(n-1) 
k=tmax/(m-1) 
landa=alfa*k/h 
U=zeros(n,m) 
for i=2:n-1 
U(i, 1 )=feval(f,(i-1 )*h); 
U(i ,2)=( 1-landaA2)*feval(f,(i- 
1 )*h )+( (landaA2)/2)*(feval(f,i*h) )+feval(f,( 
i-2)*h)+k*feval(g,(i-1 )*h); 
end 
for j=3:m 
for i=2:n-1 
U(i,j)=2*(1-landaA2)*U(i,j- 
1 )+(landaA2)*(U(i+1,j-1 )+U(i-1,j-1 ))-U(i,j- 
2); 
end 
end 
for j=1 :m 
t=U-1 )*k; 
for i=1 :m 
x=(i-1 )*h; 
end 
end 
u 
25 
i 
' ' ' ' ' ' ---►------►------•' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
11 17 11 11 zt 11 o o· o· o o· o 
-O� -OXOO -011D OIBSIS 02939 OXOO ·- ·- =• ,_ ,_ ,_ -11"9 -0.8090 -02939 0099.i 0'155 0.8090 
-IElS -0.9511 -05000 l.55,,l:h-15 
•ISJll8 •115.l!i .015572 -OIBSIS 0'156 1 
-111636 .12,ug -07500 -0181& o� 09511 
-12•'9 -111'Bl -07llSI -02500 0.2939 0.8090 
.(19Q.t5 -07'B' -05590 -02939 
,(U756 -0015 -02939 -01s.!i-2.22!M•16 OXOO o o o o o o 
o o 
-061572 -05955 
•l29l'.l •11l27 
-lno5 -1$90 
·1.ll6ll0 -1.8327 
-18327 -17725 
-1618] -15388 
-12ffl -1.Jll'30 
-09Q.IS -09511 
-0'755 -05000 o o 
o o 
·20 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
Figura 5: resultado final usando 
MATLAB 
Fuente: Propia 
-0. 
-1 ..... 
-1.5 ······:···· 
Figura 6: Representación gráficas en R2 
de las soluciones. 
Fuente: Propia 
Superficie 
Curvas: 
Figura 7: Representación gráficas en R 
de las soluciones. 
Fuente: Propia 
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FilasColumnas=zeros(n,m); 
tablaeditable = true; 
set(handles.uitable1 ,'data',U); 
figure(1) 
x=0:h:(n-1 )*h; 
for j=1 :m 
z=U(1 :n,j); 
hold on 
plot(x,z), grid on; 
hold off 
end 
U=U' 
figure(2),surf(U'); 
CONCLUSIONES 
Se Aplicó las diferencias finitas para una 
solución numérica de la ecuación diferencial 
parcial 
Se Aplicó las diferencias finitas para una 
solución numérica de la ecuación de la onda 
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